
DOI: 1013969Pj1issn11672-88741 20101011024

从Riemann函数连续性的证明浅谈
数学分析课程中的启发式教学
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  [摘  要]  本文针对数学分析课程的特点, 以 Riemann 函数的连续性证明为例, 探讨了启发式教学在数学

分析课程教学中的应用。简要论述了如何结合现代教学手段启发学生发现证明思路、引导学生严格描述证明过

程、以及对命题结论作若干拓展思考等问题。
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Abatract: This paper deals with the heuristic teaching model in the teaching of mathematical analysis, in the light of the

characteristics of the course. As a typical example, the continuity of Riemann function is taken to show the practical way in our

teaching process. Some practical methods are presented including how to straighten the thinking, and give a rigorous proof, and

furthermore to consider some expanding propositions of the theorem.
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  一、引言

数学教学一直是高等教育中的重要内容, 对于理工科

专业学生而言, 数学基础课教学质量对学生综合素质和创

新能力的培养有着重要影响。数学分析是大学数学专业和

部分实施 / 数理打通0 的非数学专业的一门重要基础课,

与高等数学相比, 数学分析更侧重培养学生的抽象思维能

力和逻辑推理能力。

在给出严格数学定义的前提下, 课堂讲述一系列重要

定理和典型命题的证明是培养这种能力的重要手段。在实

际教学中, 正是这些众多的证明让学生 / 望而生畏0 , 有些
学生不能理解: 为什么有些看似显然的命题需要大费周章

的证明? 更多的学生不能理解证明的内在思想, 自己遇到

问题要么无从下手, 要么照猫画虎, 不得要领。对于刚进

入大学的一年级新生而言, 抽象层次的骤然提高、研究对

象和思维方式的巨大转变, 成为他们学习数学分析过程中

面临的巨大挑战[1]。

我们认为应该从两个方面着手解决这个问题。其一,

教师要改革教学观念和教学方式, 在准确传授概念、知识

的同时, 着力于勾勒逻辑思考的过程, 启发学生探索新知;

其二, 强调学生发挥主观能动性, 多思考多练习, 不但把

数学分析学懂而且学通。根据教育心理学的观点, 兴趣是

学习最重要、最直接的内部动力, 只要我们在教学过程中,

注重教学内容表述的启发性, 使学生感受到思考问题、解

决问题的乐趣, 激发并保持学生的学习兴趣, 就能达到较

好的教学效果[2]。本文以重要定理的教学为例 , 讨论在实

践中如何实施启发式教学。

  二、Riemann函数连续性的教学

几乎所有的数学分析教程中都有关于Riemann 函数的描

述, 该函数由德国数学家黎曼发现并提出, 在高等数学中

被广泛应用, 深入理解这个函数可以帮助澄清很多有关函

数性质的命题。根据一点连续 E-D定义证明 Riemann 函数在

所有无理点处连续, 是函数连续性部分的经典例题[ 3, 4]。但

是, Riemann 函数在形式上已经让刚进入大学的学生颇费思

量, 其连续性的结论则显得更加抽象。为了克服这个困难,

在教学过程中, 我们借助数学计算软件 Mathematica 作出了

[ 0, 1]区间上Riemann函数

R( x ) =

0, x = 0, 1 或无理数

1
q
, x =

p
q
为有理数, p , q 互素

的图像 (如图1( a)所示)。图中直观、清晰的显示出有理点

的可数性, 这个性质不仅是证明R( x )在无理点连续的起始

步骤 , 更是理解实数系完备性的生动实例, 也是泛函分析、

拓扑学等后续课程的基础。
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( a) [ 0, 1] 上黎曼函数的图像     ( b) 黎曼函数连续性证明过程示意

              图 1 黎曼函数

  从图 1( a)得到对函数 R( x)的直观印象后, 要证明 R( x )

在任一无理点 x0 处连续, 就显得非常自然。对于任一给定

的E, 只要把图 1( b)中位于 y= E上方有限多个点排除在外,

余下所有点都满足

| R( x )- 0 | < E

  下面的问题就是找到点 x0 的一个D邻域,该邻域不包含

上述有限个点(位于 y= E上方)在 x 轴上的投影点。要做到

这一点,只需取 D= min{ | x 0-r i | i = 1, 2, ,, n} 即可。

  三、在定理教学中得到的几点经验

在上述教学过程中我们发现, 通过图像的直观启发,

学生更容易接受和理解定理的证明; 而严谨的证明过程又

训练了学生的逻辑推理能力以及用数学语言表达抽象思维

的能力。这主要源于我们在以下两方面的努力。

1. 化抽象为形象

很多教材中对 Riemann 函数有如下描述: / 无法画出函
数图像0 , 并以此佐证 / 并非所有函数都可绘制函数图像0

的论断。事实上, 不能准确绘制图像, 并不意味着不能用

图像来示意其几何特性。这里通过形象化图示, 帮助学生

架起联系直观和抽象的桥梁。借助图示, 并辅以必要的启

发引导, 每一步推理都显得简明而自然。比起单纯的符号

推理, 这种讲解方法学生更容易理解, 也更不易忘记。

尽管数学经常被比喻成 / 思维的体操0 , / 逻辑和符号
的游戏0 , 但是直觉往往才是出发点。将直觉和抽象联系起

来, 最自然、直接的方法就是借助图示使抽象概念形象化。

在数学分析教学中, 我们一直鼓励学生通过直观想象、理

解概念, 并大胆地依靠直觉去寻求严格推理之路。这在中

值定理的一系列命题和典型例题中也有充分体现。

2. 分析引导先于严格证明

从函数连续性的概念出发讲解上述例子的证明时, 首

先列出用E-D语言描述的函数一点连续的概念。一点连续性

的几何含义是, 要求函数值f( x)与 f( x0 )的距离不超过任意

给定的E, 只要 x 与 x0 的距离不超过DE即可。因此证明的关

键在于寻找DE,而图 1( a)则直观的显示了如何求得DE。

这个分析过程正是学生在高中阶段非常熟悉的 / 条件、
命题两边夹0 的方法, 事实上也是大多数证明过程中最常

用的思路。通过分析引导, 将证明的思维过程清晰的展现

在学生面前, 使他们了解到如何由已知证明未知, 在此基

础上, 再按照严格的语言描述证明过程。这样, 学生不仅

理解了Riemann 函数的连续性, 同时也了解到如何证明一般

函数的一点连续性, 进一步的也是更重要的, 学生通过这

个例子的学习了解到如何分析问题, 如何通过自身努力解

决问题。

在当前课程信息量日益增大、课时却日益缩减的大趋

势下 , 学生的课后练习和思考体会固然重要, 但是要在尽

可能短的时间内使学生各方面能力得到尽快提升, 就需要

教师在课堂上 /授之以渔0 , 特别重视对学生分析、解决问
题能力的引导。像数学分析这种面向大一新生的相对艰深

的课程, 证明之前的分析启发显得尤为重要。

  四、对定理的引申教学

Riemann 函数是数学分析中非常有趣同时又非常有用的

一个例子, 尽管这个函数看上去 / 模样古怪、不合常规0 ,

但是却能说明很多问题。在判断关于函数连续性、可积性

等许多不甚显然的结论时, Riemann 函数常常被用作反例。

在一点连续性部分讲解的这个例子可以进一步引申到其他

相关内容, 如帮助学生初步建立集合论和极限理论中的许

多基本概念。此外, 由于Riemann函数形式简单有趣, 在此

作适当引申, 可以避免枯燥的教化方法, 使学生体会到数

学逻辑的严谨之美、理解数学中渗透的科学观。

1. 经验主义与严格推理

/ Riemann函数在所有无理点处连续, 在有理点不连
续0 , 这个结论与我们的直观想像有些距离。根据一般经

验, 学生通常将函数连续想像成 / 函数图像不间断0 , 但是
Riemann 函数看上去并没有这个性质, 即便在无理点附近,

函数值仍旧是 /跳跃0 变化的, 只是跳跃的幅度可以非常
小而已。学生在这里首先遇到的就是经验主义和严格推理

之间的矛盾, 这在无限集的势等后续知识学习中会不断遇

到。数学以及整个科学都是建立在严密的公理体系和理论

推导之上的, 相信逻辑而非经验, 这是科学的基本精神,

也是在学生通过大学数学教育所必须具备的科学素质之一。

2. 从有限到无限

Riemann 函数的连续性之所以难以想象, 另外一个重要

原因就是学生对极限的理解还需要进一步深化。一点连续

性本质上描述的是当 x趋于 x0 时, 函数值变化的极限性质,

这与有限的情况有本质区别, 也不同于后面所讲的区间上

连续。这个例子恰好可以在帮助学生准确理解一点连续概

念的同时, 进一步体会函数极限的内涵。

3. 有理数与无理数

从Riemann 函数这个非凡的例子可以引导学生思考: 是

否可以类似地构造一个函数, (下转第 78 页)
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设计过程中应尽量避免出现如下问题:

( 1) 导师大包大揽 , 代替学生完成课题。有时由于选

题难度过大、学生毕业设计时间不充分等原因, 导师将课

题承担过来, 完全取代学生的角色。这表面上提高了本科

毕业设计的质量, 但违背了本科毕业设计的初衷, 对学生

的培养和教学质量的提高都是极为不利的!

( 2) 导师不闻不问, 放任自流。或者由于导师教学、

科研任务重, 或者由于导师指导的学生过多, 有时导师在

学生毕业设计过程中不过问进展情况, 完全放任自流。这

种做法会降低教师在本科毕业设计过程中的主导性作用,

失去对学生毕业设计完成情况的控制, 在实践中同样是十

分有害的。

(3) 指导无目的、无计划, 朝令夕改。不加认真思考

的指导往往容易出现错误, 从而误导学生。这种随意性指

导可以通过采取不同的交流方式增加教师思考时间来避免。

  四、结论

军校尤其是技术类军校的本科生, 往往具有较强的主

动性和求知欲, 但由于定期的军事政治素质训练, 分散了

本科毕业设计时间, 教师应当在学员本科毕业设计过程中

加强有针对性的交流与指导。

近年来, 作者指导了多名电子技术类的军校本科生的

毕业设计工作, 并在整个毕业设计期间利用多样的方式加

强了对学员的指导与交流。实践表明, 加强师生间的交流

可以有效提高本科毕业设计的质量, 从而提升了本科教学

的效果。
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使之在所有有理点连续、在所有无理点不连续? 这个问题

的回答涉及到有理数和无理数的本质区别, 而这恰恰是分

析学最基础的知识。

由于历史和现实的原因, 现行数学分析教程大多倾向

于, 在第一学期不过多涉及集合论的内容, 而把这部分内

容放到后续实分析课程中集中讲解。但是在适当的时机引

导学生去思考却是十分有益的: 一方面可以启发学生通过

严密的数学理论来揭示问题的本质; 另一方面, 对于部分

资质好、学有余力的学生, 这种点到即止的引导可以帮助

他们拓展视野。

事实上 , 在教学过程中, 我们通过对这个例子的上述

引申, 确实使学生体会到一系列数学概念和数学思想的内

在联系, 有效地激发了学生探索未知的欲望和激情。

  五、结论

在我国最早的教学理论著作 5学记6 中对所谓 / 君子
之教0 有以下论述: / 道而弗牵; 强而弗抑; 开而弗达。道

而弗牵则和; 强而弗抑则易; 开而弗达则思。和易以思,

可谓善喻矣0。这段话对于教师在教学中的启发、引导作用

阐述得非常深刻。 / 授之以鱼, 不如授之以渔0 , 教学并不
只是向学生传授真理, 更要教会学生如何积极、主动地去

思考问题、发现真理。我们的教学过程正是围绕这个目标

展开的。多年的教学实践证明, 这种做法确实可以充分调

动学生学习的积极性, 有助于他们在轻松愉快的过程中学

会数学严密的逻辑体系和抽象的思维方法。
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