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　　摘　要：在数学教学中融入数学史的相关内容是目前高校数学教学的普遍做法，但将历史
文献作为主线的数学教学还不多见。本文提出了基于原始文献的数学教育 （ＰＨＭ２Ｅ），给出了
ＰＨＭ２Ｅ的教育理念、体系框架、关系模型和过程模型。以原始数学文献为基础组织教学过程，
将加深对数学的理解，促进学生高阶能力的培养。通过建构式、发现式学习，充分利用原汁原

味的数学文献来研究数学，探索数学概念的发生、发展过程，学习数学大师的思维方式，探索

解决问题的方法，重走大师之路，主动发现新知，充分发挥数学在素质教育中的作用。
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一、引言

数学是一切自然科学、技术科学乃至人文科

学的基础，它是受教育者在校学习时间最长的学

科之一。从大学数学教学的现状来看，随着现代

数学的大发展，各门数学课程的知识体系都十分

复杂，内容也十分丰富。目前国内大学的数学教
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学普遍采用系统的形式化推理方法，其讲授模式

基本上按照 “定义—定理—证明—应用”的模式

进行。由于强调计算和证明，对概念的来龙去脉

关注不够，学生在学习过程中记住了大量的概念

和定理，但对数学的认识却比较肤浅，从而导致

数学在培养高阶能力方面的作用发挥不足。在数

学教学过程中，融入数学史的教学在一定程度上

弥补了上述不足。但目前的数学史教学通常只是

将历史回顾和历史轶事作为枯燥的数学教学的点

缀。这种点缀固然是必要的，但还很不充分。

本文在教学实践的基础上，提出以原始数学

文献为基础去组织教学过程，通过原始数学文献

和现有各种教学模式的融合来提高大学数学的教

学效果，我们将其称之为基于原始文献的数学教

育 （ＰＨＭ２ Ｅ，Ｐｒｉｍａｒｙ ＨｉｓｔｏｒｉｃａｌＭａｔｅｒｉａｌＢａｓｅｄ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＥｄｕｃａｔｉｏｎ）。这里原始文献是指数学
家在提出数学概念、建立数学理论或证明数学定

理时发表的原始文献，以及某个领域的代表性数

学文献。我们这里强调的不是将数学史作为一门

学科来讲授，也不是如何在数学教学中穿插数学

史教学，而是如何充分利用数学原始文献，通过

原汁原味的数学文献来研究数学，探索数学概念

的发生发展过程，学习数学大师的思维方式，探

索解决问题的方法，重走大师之路，充分发挥数

学在素质教育中的作用。本文中的 ＰＨＭ２Ｅ主要针
对高等院校的教学活动，其基本理念对于高级中

学、初级中学、以及职业中学的教学仍然具有重

要的借鉴意义。本文提出的教学模式主要用于数

学教学，由于数学的特殊性，可以在教学中系统

使用本方法，其他学科一般难以用历史素材贯穿

教学过程，但本文所提出的教育理念对于物理、

化学、计算机等其他学科也具有一定的借鉴意义。

二、国内外研究现状

在现代意义的大学出现之前，很多大数学家

都是通过研究前人的原始著作学习数学的。在数

学家提出数学思想和数学方法的文献中，有着丰

富的资源等待我们去挖掘，有着很多现在数学教

材中未能体现的创新思想值得我们去学习。但是，

随着数学知识体系的日益庞大和对数学知识的不

断梳理和加工，原始历史文献开始淡出大学课堂，

淹没在浩如烟海的数学教材之中。

（一）高等院校数学教育的现状

由于数学在科学研究中的基础性地位，数学

的教学问题在国际上一直受到广泛重视，数学教

育的改革也在持续进行中。广大教师和研究者们

一直在努力改进教学方法，寻找更好的教授数学

的手段［１］。从２０世纪８０年代开始，国内高校也广
泛开展了以教学内容和课程体系为核心的数学教

学改革。

当前数学教学的一个特点是注重形式化的演

绎数学思维的训练。这一点在各种数学教材中尤

为明显。以离散数学课程为例，通过对国内外３０
余本离散数学教材的研究，我们发现：所有这些

教材都遵循相似的体例和编写模式，所有的讲授

都按照传统模式进行。教学内容都是按照现代的

观点重新组织、精心包装的，通常按逻辑顺序从

定理到定理或从公式到公式地组织内容，而重要

的数学思想和思维方法却淹没在概念定理之中。

学生在教学活动中处于被动接受的地位，陷入枯

燥的逻辑证明和计算分析，丧失了学习数学的兴

趣，更谈不上通过数学培养学生的思维习惯和创

新能力。

（二）数学史与数学教育结合的研究

早在１８世纪，法国实证主义哲学家、社会学
创始人孔德就提出，对学生的教育应按历史上人

类受教育的方式和顺序进行。瑞士著名教育家裴

斯泰洛奇、德国著名教育家弗罗贝尔等人都持有

类似的观点［２］。１９世纪英国著名数学家德·摩根
不仅强调数学史对数学研究的重要性，而且强调

数学教学中应遵循的历史次序［３］。２０世纪上叶，
一些欧美数学家，如卡约黎、庞加莱、史密斯等

都大力提倡数学史在数学教学中的运用。当代著

名数学家和数学史家克莱因批评只注重逻辑严密

性的数学教材和教学活动，强调数学家奋斗的经

历对学生的教育作用［４］。２０世纪 ７０年代，ＨＰＭ
（ＨｉｓｔｏｒｙａｎｄＰｅｄａｇｏｇｙｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ）成为一个独
立的学术研究领域［５］。今天，ＨＰＭ已成为国际数
学教育的新思潮之一。

数学史教育在我国始于２０世纪５０年代，当时
只是在个别院所进行了不同形式的尝试，例如中

国科学院自然科学史研究所开始培养数学史研究

生，一些师范院校对数学教师和学生开设数学史

讲座或报告等。进入２０世纪９０年代，数学史教育
得到广泛普及，１９９４年，全国数学史学会第四届
理事会将 “数学史教育”作为一项重要的内容［６］。
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同时，国内也广泛开展了将数学史融入课堂教学

的研究和实践活动。但总体上，我国数学教育中

对数学史的重视程度与西方国家相比还有一定

差距。

（三）原始历史素材在数学教学中的应用研究

数学史知识与数学教学的具体结合一直是

ＨＰＭ学者们的研究目标之一。１９９５年美国数学史
及其在教学中的运用研究所 （ｔｈｅＩｎｓｔｉｔｕｔｅｉｎｔｈｅ
ＨｉｓｔｏｒｙｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄｉｔｓｕｓｅｉｎＴｅａｃｈｉｎｇ，
ＩＨＭＴ）将 “历史模块项目” （ＨｉｓｔｏｒｉｃａｌＭｏｄｕｌｅ
Ｐｒｏｊｅｃｔ，ＨＭＰ）作为其重要工作之一［７］。ＨＭＰ项
目研究在组合学、指数与对数、函数、几何证明、

长度、面积和体积、线性方程、负数、多项式、

统计、三角等教学模块中融入数学史。但 ＨＭＰ项
目并不强调使用原始的数学文献进行数学教学，

且其教学对象基本上是中学生。

在美国国家自然科学基金会的支持下，新墨

西哥州立大学、奥多明尼昂大学、科罗拉多州立

大学普韦布洛分校联合开展了 “基于第一手历史

资料的离散数学和计算机科学学习”研究［８－９］。

该研究从２００７年开始，２００８年开始又资助了二期
研究，目前该项研究还在进行。这是国际上少数

将原始数学文献系统引入课堂教学的工作之一。

总体来看，由于学时限制、评价方式以及教

师自身对原始数学文献掌握不足等原因，国内高

校在这方面的研究和实践还比较缺乏。将数学史

融入数学教学的基本模式仍然局限于 “讲故事”，

对历史材料的运用还不够充分。

三、ＰＨＭ２Ｅ教学模型

作者在长期离散数学教学实践的基础上［１０］，

提出基于原始历史文献的数学教学模型。本节对

ＰＨＭ２Ｅ的体系结构、关系模型和过程模型进行系
统介绍。

（一）建构主义视角下的ＰＨＭ２Ｅ

数学教学不应只是简单地将知识灌输给学生，

而是要鼓励学生探索未知、发现知识、批判性思

考。学习的过程是学生自我构建理解的过程，是

自我发现、自我提升的过程。

按照建构主义的观点［１１－１２］，在基于原始数学

文献的数学教学实践过程中，可以从以下几个方

面实施ＰＨＭ２Ｅ：

１．理解学习者：教师要对学习者有深刻的理
解，明确学生已有的知识基础、理解学生在解决

问题过程中可能会遇到的困难，理解学习者在协

作过程中可能出现的障碍、理解学习者的潜能，

理解每个学习者的特点和学习风格，以便有效组

织教学过程。

２．理解学习过程：ＰＨＭ２Ｅ学习过程要通过
讲授与研讨结合、课上与课下贯通、线上与线下

协同、经典与现代互补等方式构建科学的教学模

式。教师要根据教学内容和学生特点，控制文献

的输出和教学的进展，包括文献的分段给出、基

于有限提示的教学推进、质询式推进、帮促式推

进等。

３．创设支持性和具有挑战性的学习环境。一
方面，教师应为学生的探索提供知识上的支持、

方法上的指导、心理上的鼓励、思路上的点拨；

另一方面，教师应激发学生的学习热情，鼓励学

生的创造性思维，问题的设置应具有一定的挑

战性。

４．建立有益的学习伙伴关系：教师应为学生
营造有效的交流沟通氛围，学生之间形成学习共

同体，一起制定计划、解决问题、评估结果。更

重要的是，在学习过程中，教师不应是高高在上

的权威，而是作为学生的伙伴共同探寻知识。另

外，还要将做出数学发现、撰写原始文献的数学

家作为虚拟的伙伴，作为学习的向导贯穿学习

始终。

５．密切联系社会和文化情境：教师要引导学
生理解数学家当初解决问题时的历史背景、数学

体系和文化情境。要帮助学生认识数学发现的历

史局限性。同时，要鼓励学生在现在数学体系和

社会背景下重构数学文献提供的概念和理论。

（二）ＰＨＭ２Ｅ体系框架

在基于原始数学文献的学习过程中，学习的

重点不再是枯燥的课本知识，而是数学家解决问

题的思路。学习的过程不再是被动接受，而是主

动探索解决问题的方法。学习结果是多元的，包

括知识的扩充，创新能力的提高，个性品质的培

育，协作意识的培养。学习的方式也是多元的，

包括自学、讨论、协作、引导等。此时，学生是

学习过程的主体，教师是整个学习过程的引导

者、辅助者、控制者。ＰＨＭ２Ｅ的框架如图 １
所示。
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图１　ＰＨＭ２Ｅ框架模型

（三）ＰＨＭ２Ｅ关系模型

在ＰＨＭ２Ｅ中涉及学生、教师、文献、教材、
旧知、新知等多种要素，以及学生与教师、旧知

与新知、文献与教材、学生与文献等各种关系。

各要素之间的关系如图２所示。下面我们对其中的
主要关系做进一步阐述。

图２　ＰＨＭ２Ｅ关系模型

１．教师与学生的关系：以学生为学习主体，
以教师为课堂主导

在ＰＨＭ２Ｅ中，学生不再是被动的知识接受者，
教师不再是数学的传道者。学生成为学习的主体，

成为解决问题、形成新知的主动要素。但是，教

师仍然是整个课堂的主导者，在教学实施过程中

负责学习节奏的控制，研讨过程的协调，探索障

碍的扫除。

２．已有知识和新知识的关系：以已有知识为
基础，以新知识的形成目标

学生在学习数学大师原始文献的过程中，必然

要基于已有知识，这些知识是学生探索新知的基础。

学生要在文献基础上结合已有知识进行拓展研究。

在ＰＨＭ２Ｅ中新知识是学生自己发现的，学习新知识
的过程就是解决问题的过程，就是和数学大师进行

交流的过程，就是重走大师路的过程。

３．教材与文献的关系：以文献为主线，以教
材为落脚点

原始文献给出了数学家在特定的历史背景和

数学背景下解决问题的完整过程。这个过程作为

主线贯穿学生学习过程的始终。当学生在数学大

师的指引下走完这个过程之后，还要回到教材，

从现代数学体系的角度反观历史文献，包括：用

现代数学的观点重述文献中的概念、定理；从现

代数学的角度讨论文献的不足，研究解决问题的

其他方法；以原始文献为背景，进一步理解教材

中的概念和定理。

（四）ＰＨＭ２Ｅ过程模型

从过程的角度，ＰＨＭ２Ｅ可以分为 ３个阶段，
其中教学准备阶段是基础支撑，教学实施阶段是

成败关键，教学总结阶段是有效提升。下面进一

步阐述各阶段的关键环节 （如图３所示）。

图３　ＰＨＭ２Ｅ过程模型
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１．教学准备阶段的文献加工
为了将原始文献用于教学，需要按照教学的

目的、教学内容、学生的接受能力选择文献，然

后对其进行再加工。文献加工包括文献的翻译、

注释、缩减、切割等。对不同层次的学生文献加

工的程度和方法不同。此项工作是整个 ＰＨＭ２Ｅ的
基础性工作，关系到教学的成败，也是教师花费

精力最多的环节。

２．教学实施阶段的课堂控制
教师作为ＰＨＭ２Ｅ的导演，要根据教学的进展

和课堂实况做好控制协调工作。根据教学内容、

学生特点，控制文献的输出和教学的进展，灵活

使用课前分发文献、分段给出文献、基于有限提

示的教学推进、质询式推进、帮促式推进等多种

方式。教师要把握好文献输出的节奏，引领学生

思路的同时激发学生的创造性。教师要把握好建

构的节奏，避免陷入低效的讨论。教师要及时扫

除建构的障碍，确保教学活动的顺利进行。

３．教学总结阶段的知识重构
不可回避的是，教科书上的数学知识都是按

照现代数学体系重构的，为了教学的方便对知识

进行了重新编排。通过原始文献学到的数学知识

要与现代数学体系同化，要融入学生已有的数学

知识体系中，要进一步转述为现代数学的概念定

理，要在现代社会背景下讨论其实际应用。

四、总结

我们从２０１２年开始基于原始文献的离散数学
教学工作。实践表明，教学效果是多方面的。不

但学生的成绩得到了提高，更重要的是学生对离

散数学的兴趣更浓了，学习的主动性增强了。历

史文献在培养学生高阶能力方面的作用是明显的，

对学生的影响是深远的。基于原始文献的大学数

学教学方法研究和实践将更新教育理念，提高教

学效果，增强学生对知识的理解，加深对数学的

认识，培养科学精神，促进学习者解决问题、自

主创新、批判思维、信息运用、团队协作、兼容

并蓄、自我管理等高阶能力的发展。

虽然我们以大学数学为背景，其基本理念和

方法可以扩展到中学、研究生的教学。同时，在

实施过程中应注意ＰＨＭ２Ｅ的适用性。ＰＨＭ２Ｅ不可
能在任何情况下都是适用的。有些课程可以完全

适用ＰＨＭ２Ｅ教学，有些课程只能部分应用ＰＨＭ２Ｅ
教学；在专科、本科和研究生层次 ＰＨＭ２Ｅ应用的
程度应该有所不同，要注意把握 ＰＨＭ２Ｅ对不同层
次教学的适用度。最后需要指出的是，教师的素

质是决定ＰＨＭ２Ｅ效果的重要因素。由于很多一线
教师对原始数学文献缺乏研究，对 ＰＨＭ２Ｅ的实施
造成一定困难。教师培训对 ＰＨＭ２Ｅ教学质量的提
高具有重要意义。
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